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Abstract:AnewvirtualobservationmethodtoillＧposedtotalleastsquares(TLS)problemisproposed．The
prioriinformationistakenasoneclassofvirtualindependentobservations,andthenthevirtualobservations
asconstraintswithillＧposedobservationequationareunitedtogethertosolvetheunknownparameters．The
iterativealgorithmandridgemarkmethodfordeterminingsubＧcriterionＧparameterofvirtualobservation
methodaregiven．Throughtwoexamples,theTLSＧvirtualobservationmethod,TLSＧLcurvemethod,
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vationmethodtoillＧposedTLSproblemisveryeffectiveisobtained．
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摘　要:提出基于虚拟观测的病态总体最小二乘问题岭估计解法,该方法将先验信息作为一项独立的虚

拟观测量,作为约束条件与病态观测方程联立求解未知参数,推导了求解的具体公式和迭代算法,给出

了虚拟观测法中确定准则子参数的岭迹法.算例比较分析了病态总体最小二乘虚拟观测法、总体最小

二乘岭估计的L曲线法、普通总体最小二乘法和最小二乘法的结果,发现虚拟观测法在解决病态总体最

小二乘问题时是非常有效的.
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１　引　言

大地测量数据处理领域中的病态问题是广泛

存在的,例如大地测量反演[１Ｇ２]、控制网平差[３]、

GPS快速定位[４]、航空重力向下延拓[５]等方面.
当处理病态问题同时需要顾及系数矩阵误差时,
即病态总体最小二乘问题的解算,是目前测量数

据处理领域研究的热点问题之一[６Ｇ１５];处理病态

总体最小二乘问题的常用方法主要有截断奇异值

解法[６,１５]、岭估计法[１２Ｇ１３,１５]、Tikhonov正则化方

法[７,８Ｇ１１]、广义正则化解法等[１４].在解决病态总

体最小二乘问题的这些方法中,主要是基于数学

理论上的,虽然有些文献是从测量平差角度出发,
但是在大地测量实际问题中的物理意义却不是那

么的清晰,即存在以下的不足[１６]:①偏重数学上

算法的引用,对算法在大地测量实际问题中的物

理意义的合理性未加重视;②过于强调如何缩小

病态观测方程的系数阵(或法矩阵)的条件数,忽
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略了病态原因的分析和从机制上采取有效措施.
虚拟观测法在最小二乘病态问题及其他准则带参

数的模型中得到了广泛研究和应用[１６Ｇ２２];准则参

数表示的是实际观测方差与虚拟观测方差的比

值,具有重要的物理意义;虚拟观测法在数据处理

中的应用都可以得到与传统方法等价或较优的计

算结果[２２].基于虚拟观测法的思想,本文提出了

一种基于虚拟观测的总体最小二乘病态问题的岭

估计法,该方法的公式推导中明确了岭参数的物

理意义,通过数值算例表明虚拟观测法在处理病

态总体最小二乘问题时是非常有效的.

２　病态总体最小二乘问题的虚拟观测法

２．１　病态总体最小二乘问题的数学模型

设有平差线性模型
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式中,L１ 为观测值向量;e１ 为观测值的噪声;A１

是维数为n×m 的系数矩阵;EA１ 为系数矩阵的
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求解上述方程的总体最小二乘方法可以表示

为约束优化问题

min EA１ e１[ ] F (３)
约束条件L１＋e１∈Range(A１＋EA１)
式中,􀅰 F 是矩阵的Fronenius范数.

当系数矩阵的法方程N ＝ AT
１A１ 的条件数

很大,即它的行列式接近零时,矩阵出现病态.病

态性影响了模型估计结果的好坏,使得解的情况

很不稳定.

２．２　病态总体最小二乘问题的虚拟观测解法

病态的原因是设计矩阵存在复共线性关系,
即观测值之间相关而产生秩亏或奇异现象.若参

数之间是相互独立的,用观测方程表示如下,作为

第２类观测
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式中,L２＝ ０　０　􀆺　０[ ] T 为虚拟观测;A２ 为单

位阵;X 为参数向量.e２~N(０,σ２
２Im )为虚拟观

测的噪声.
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上式可以表示为
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因此,式(１)可以表示为

e＝A１X－L１ (８)
根据式(８),由协因数传播定律容易得到e的

协因数阵为
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令e的平差值为V１,e２ 的平差值为V２,X 的

平差值为X̂,Qe 的平差值为Q̂e,将实际观测式

(８)与虚拟观测式(４)联立得
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在总体最小二乘准则下
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ê ,根据文献[２２]知“准则参数表示

的是实际观测方差与虚拟观测方差的比值”,所以
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由式(１１)根据求函数自由极值的方法得
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则有

AT
１A１̂X－AT

１L１＝λÎX－λL̂X (１８)
式(１８)整理得

X̂＝ (AT
１A１＋λLIm)－１(AT

１L１＋λÎX) (１９)
式(１９)通过多次迭代运算可以得到较准确的

参数解,该式与总体最小二乘岭估计式是一致的.
单位权方差估值可以按照下式计算
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式中,λL 称为准则参数或岭参数;λ 称为准则子

参数.
通过上述岭估计虚拟观测法的推导可以看

出,准则子参数λ是实际观测方差与虚拟观测方

差的比值,所以通过虚拟观测法给参数λ 赋予了

恰当的物理意义.虽然,本文中应用的方法是将

先验信息作为一项约束条件,与附有先验约束的

间接平差理论上是等价的,但是,在附有约束的间

接平差中,是直接运用拉格朗日求极值方法构造

目标函数,而本文中是将约束条件与观测方程联

立在原有估计准则的基础上得出新的准则,即式

(２１).该准则式(２１)与根据正则化理论处理病态

总体最小二乘问题的估计准则是一致的.
病态总体最小二乘问题的虚拟观测法迭代计

算步骤为:
(１)采用最小二乘法求得待定参数的初始值

X̂(０)＝(AT
１A１)－１AT

１L１

(２)λ(i)
I ＝

(A１̂X(i)－L１)T(A１̂X(i)－L１)
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λ(i)
L ＝

λ
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(３)̂X(i＋１)＝ (AT
１A１ ＋λ(i)

LIm )－１ (AT
１L１ ＋

λ(i)
I X̂(i))

(４)重复第(２)、(３)步,当 X̂(i＋１)－̂X(i) ＜ε
时,迭代终止;ε可选一较小正值作为阈值.

２．３　确定准则子参数λ的岭迹法

在上述迭代算法中,准则子参数λ 是实际观

测方差与虚拟观测方差的比值,若两类观测值方

差的先验信息已知,则可以根据式(１３)求得λ,即
验前单位权方差法[２３].当两类观测值方差的先

验信息未知时,可以采用下面的岭迹法来确定该

参数.
基本思想为:取０到一个相对大的数作为参

数λ的取值区间,如本文算例１中的区间[０,２０],
选定一 个 尽 量 小 的 步 长,如 本 文 中 的 步 长 为

０．００１,让参数λ 以该步长取遍区间内的所有值,
将每个λ值代入迭代公式中进行迭代运算,迭代

终止时每个λ值都对应一组参数解X̂,将X̂ 的各

个分量的岭迹画在同一张图上,即横坐标为λ值,
纵坐标为X̂ 的各个分量值,选取使X̂ 各分量的岭

迹大都稳定的那个点所对应的λ值作为准则子参

数,此时的X̂ 即为最优解.

３　算例与分析

３．１　算例１
采用文献[１５]中病态设计矩阵为

７７５
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未知参数有５个,X＝ x１ x２ x３ x４ x５[ ] T,

真值为􀭾X＝ １ １ １ １ １[ ] T.加入随机噪声,
对于观测值L,其观测噪声e~N(０,σ２

０I),σ０＝
０．１,I为单位矩阵.设计矩阵A 中的元素与观测

值之间的元素相互独立,且其误差eA ＝vec(EA)

~N(０,σ２
０Im⊗In),σ０＝０．１.随机误差由 Matlab

随机数发生器产生.加入随机误差后的设计矩阵

和观测向量变为[１５]
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１．０２３４ ０．９９５９ －３．１２１３ ０．５４７９ ０．４０５３
３．００２１ ６．８８７２ －３．１３１９ １．６１３８ １２．６７５０
４．８９９６ －１．１３４９ －１．９０６９ ２．４３１６ －２．９３３７
３．９０５３ １．９７３９ －１．９９８９ １．８８０８ ２．９１４６
３．９６２６ ３．０９５３ －２．０６４５ １．９９２７ ４．８７９９
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L＝[－１０．５１２０ １０．４４３０ １．４４８５ １１．９４００ １４．０８５０ －０．１５３５ ２１．１９２０ １．６５３５ ８．９４９４ １１．８６５０]T

矩阵N＝ATA 的条件数为２．０８３７×１０４,病态性

严重.为了比较不同情况下解的差异,分别用总

体最小二乘法、TLS岭估计的 L曲线法、最小二

乘法、最小二乘岭估计的L曲线法以及本文提出

的虚拟观测法进行解算,并比较计算所得的估值

X̂ 以及估计值X̂ 与真值􀭾X 差值的范数 Δ̂X ＝
X̂－􀭾X 的大小,计算结果如表１所示;虚拟观测

法的岭迹见图１,图２绘制了相应准则子参数λ
所对应的差值范数 Δ̂X ＝ X̂－􀭾X .

上述算例中仅已知实际观测的先验信息,而
未知虚拟观测的先验信息值.从式(４)中可以知

道,虚拟观测向量的方差等于参数的方差,为此,
利用虚拟观测法得出的结果代入式(２０)中得到参

数单位权方差的估值,亦即虚拟观测值的单位权

方差.根据式(１３)可以得到参数λ 的估值,再利

用迭代公式求解参数,结果如表２所示.

表１　不同方法的解算结果

Tab．１　Theresultsfromdifferentmethods

TLS法
L曲线法

(TLS)[１５] LS法
L曲线法

(LS)
虚拟

观测法
真值

X̂

３．３０４１ １．１８９９ １．３９４４ １．２１５７ １．１５６７ １
－２．８０３３ ０．３９０３ ０．１２２３ ０．３７２８ ０．４０２８ １
０．０６００ ０．８１２２ ０．７７９１ ０．８２８０ ０．７７７１ １
３．５８７４ ０．６１０９ ０．２６２８ ０．５９８３ ０．６０２８ １
２．９０２７ １．３０６０ １．４４１４ １．３１５７ １．２９８０ １

参数λ

Δ̂X

— ０．１５００ — ０．２９９１ ９．７２１０ —

６．７３２２ ０．８２９０ １．３０８８ ０．８５４７ ０．８２３１ —

８７５
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图１　虚拟观测法的岭迹图

Fig．１　Theridgemarkofvirtualobservationmethod

图２　准则子参数对应的差值范数图

Fig．２　ThenormofdifferencewithsubＧcriterionＧparameter

表２　先验值已知和未知的结果比较

Tab．２　Resultsofprioriinformationknownandunknown

方法 参数X 的估值 参数λ Δ̂X
先验值未知的虚拟观测法 [１．１５６７ ０．４０２８ ０．７７７１ ０．６０２８ １．２９８０] ９．７２１０ ０．８２３１
先验值已知的虚拟观测法 [１．１６４０ ０．４００４ ０．７８５４ ０．６００５ １．２９９７] ８．４９３６ ０．８２３４

３．２　算例２
采用病态测边网的算例[３,１５,２４](图３).模拟

一个空间测边网.P１、P２、􀆺、P９ 为９个已知点,
其坐标与其到两个未知点P１０、P１１的观测距离如

表３所示,并假设未知点真值分别为(０,０,０)和(７,

１０,－５),两个未知点之间的观测距离为d１０,１１＝
１３．１０７８m,各 距 离 为 等 精 度 观 测,中 误 差 为

０．００１m.要求根据１９个观测距离确定两个未知

点的坐标[２４].
算例中N＝ATA 的条件数为４．５８５１×１０３,

严重病态.在计算过程中,未知点的坐标取近似

值为[３,１５,２４](０．０１,－０．０１,０．０２)和(７．０１,９．９９,

－５．０１).同样,为了比较不同情况下解的差异,
分别用总体最小二乘法、TLS岭估计的 L 曲线

法、最小二乘法、最小二乘岭估计的 L曲线法以

及本文提出的虚拟观测法进行解算,并比较计算

所得的估计值X̂ 以及估计值X̂ 与真值􀭾X 差值范

数 Δ１̂X ＝ X̂－􀭾X 的大小,计算结果如表４所

示;虚拟观测法的岭迹见图４,图５绘制了相应准

则子参数λ所对应的差值范数 Δ̂X ＝ X̂－􀭾X .

３．３　算例分析

(１)从表１和表４的解算结果可以看出,虚
拟观测法优于L曲线(TLS)法,算例１中差值范

数Δ̂X分别为０．８２３１和０．８２９０;算例２中差值范

数分别为０．０２８０和０．９１７０.

图３　空间网在XY 平面的点位分布图[１５]

Fig．３　Thepointpositiondistributionmapofthespace

netinXYplane[１５]

表３　控制点的坐标和观测值[３,１５,２４]

Tab．３ 　 The coordinates and observations of control

points[３,１５,２４] m

点

号

坐标 观测距离

X Y Z di,１０ di,１１

P１ ２３．０００ １０．０００ ０．０１０ ２５．０７８６９ １６．７６５１７
P２ －１０．０００ ９．９９０ ０．０００ １４．１３４５１ １７．７１９６５
P３ ３５．０００ １０．０１０ －０．０１０ ３６．４１５８８ ２８．４４２９４
P４ １００．０００ １９．９９０ ０．００５ １０１．４７９４３ ９３．１６８３９
P５ －３６．０００ １０．００５ ０．０００ ３７．３６４２２ ４３．２９９０５
P６ ０．０００ １０．０１０ －０．００５ １０．０１００４ ８．６００６０
P７ ５６．０００ ９．９９５ ０．０１０ ５６．９９６０６ ４９．２５６１８
P８ －１５．０００ １０．０１５ －０．０１０ １８．０３５９０ ２２．５５９６６
P９ －１．７０００ １０．００８ ０．０１５ １０．１５０６３ １０．０４３８２

９７５
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图４　虚拟观测法的岭迹图

Fig．４　Theridgemarkofvirtualobservationmethod

图５　准则子参数对应的差值范数图

Fig．５　ThenormofdifferencewithsubＧcriterionＧ

parameter

表４　不同方法的解算结果

Tab．４　Theresultsfromdifferentmethods

TLS法
L曲线法
(TLS)[１５] LS法

L曲线法
(LS)

虚拟
观测法

真值

X̂

－０．０５６０－０．０４０８－０．０４８１－０．０４８７　０．００５１ ０
０．００３３ ０．０４１８－０．０３７９－０．０３１７－０．０１０９ ０

１９．８６５１ ０．８５３４ ８．９６８６－０．０１９９ ０．０１９３ ０
７．１００６ ６．９８３７ ７．０１８６ ６．９５４９ ７．００１５ ７

－０．０７０１ ９．７５９８ ５．２９２９ ９．８４７１ ９．９８７４ １０
－４．８４０５－４．７７３６－５．００２６－５．０７２２－５．０１０３ －５

参数λ
Δ̂X

— ０．２０００ — ０．４３５３４６．９５８０ —

２２．２７２６ ０．９１７０１０．１２９０ ０．１８５５ ０．０２８０ —

　　(２)虚拟观测法在获取较优结果的同时,具
有更明确的物理含义,即参数λ 是实际观测方差

与虚拟观测方差的比值;参数λL 较好地均衡了准

则式(２１)中实际观测和虚拟观测两部分的拟合残

差;由式(１９)可以看出,虚拟观测法通过包含参数

λ的准则参数(岭参数)λL,较好地改善了法方程

系数矩阵的病态性.
(３)从上面两个算例的结果来看,L 曲线

(TLS)与虚拟观测法得出的参数估计的结果相差

较小,算例１更为相近,但得到的参数λ的估值却

相差很大.文献[２２]指出:关于准则参数的确定

目前已经开展了大量研究,存在一个共同的不足

就是准则参数只是表示估计准则中观测相关部分

及非观测部分之间平衡的一个模糊量,在客观上

没有真实的值(真值)和物理(几何)含义,各种方

法所确定的准则参数的数值表示的并不是同一个

量的估计值,相互之间没有可比性[２２].
(４)综合两个算例来看,虚拟观测法在求解病

态总体最小二乘问题中不但能得到比较理想的结

果,而且它的计算过程相比较而言更加简单快捷.
(５)处理病态问题的总体最小二乘岭估计法和

最小二乘岭估计法都比相应的普通总体最小二乘法

和普通最小二乘法更好地降低了病态性对解的影响.

４　结　论

本文提出了一种解决总体最小二乘病态性问

题的方法———虚拟观测法.该方法是利用平差中

参数之间的相互独立性作为先验约束条件,并利

用虚拟观测方程形式表示出来当做第２类观测量

与实际观测模型进行联立求解.在公式的推导中

得到了准则参数的物理意义,并且通过算例表明了

利用虚拟观测法求解病态总体最小二乘问题可以

得到与传统方法等价(算例１)或较优的计算结果

(算例２),显示了虚拟观测法是一种十分有效的方

法.参数λ的选取是虚拟观测法的关键,如何更加

有效合理地选取该参数还需要作进一步研究.
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