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Abstract:Becauseofthetotalleastsquaresapproximationsimultaneouslyconsideredtheerrorsbothinthe
observationvectorandthecoefficientmatrix,thetheorywasmorerigorouslythanstandardleastsquares．
Nonlineartotalleastsquaresadjustment,anextendedmodeloftotalleastsquares,wheresomeelements
ofthecoefficientmatrixmightbeafunctiondependingontheobservationvector(inputvector),hasbeen
discussed．Inthiscontribution,apossibleiterativealgorithmwhichisbasedontheGaussＧNewtonalgorithm
andderivedbyLagrangeＧmultiplierapproachwasdesignedfornonlineartotalleastsquaresadjustment．
Twonumericalexperimentsaregivenatlast,oneonthenonlinearregressionandanotheroneonthe
nonlinearfitting,todemonstratethevalidationandtheapplicabilityofthesuggestedalgorithm．Theresults
showsthattheestimatedparameterfromnonlineartotalleastsquaresadjustmentalgorithmisclosertothe
truthＧvaluethanclassicalleastsquareseitherintheequalorunequalweightscase,andtheestimated
varianceisalsoalmostconsistentwiththepriorivalue．
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摘　要:整体最小二乘法不仅考虑观测向量的误差而且还考虑系数矩阵的误差,平差理论相对更为严

密.在研究经典整体最小二乘法的基础之上,对系数矩阵元素是表达式或函数情况的非线性整体最小

二乘模型进行了描述,用拉格朗日极值条件式推导了基于牛顿型解法的非线性整体最小二乘平差计算

公式,并设计了一种对应的迭代算法.最后设计了两组模拟试验分析在观测向量和系数矩阵的输入向

量等精度观测和非等精度观测两种情况下参数和验后方差的估计特点.试验结果表明,非线性整体最

小二乘平差法获得的参数估计值比最小二乘平差法获得的估计结果更接近参数的实际值,方差分量(或

中误差)估计结果也更接近先验值,本文给出的迭代算法是有效的.
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１　引　言

整体最小二乘法(totalleastsquares,TLS)
的起源可以追溯到１９世纪７０年代[１],这种方法

最初在统计领域开始流行,称为误差变量模型

(errorinvariable,EIV).文献[２]在２０世纪８０
年代初提出“totalleastsquares”这一术语[２],实

质是从数字分析角度对线性 EIV 模型重新进行

定义.至此以后,TLS法迎来了快速发展期,广
泛地应用于系统识别领域[３]、信号处理领域[４]、天
文学领域[５]等.TLS平差法是最小二乘(least
squares,LS)平差方法的一种自然扩展,在LS基

础上考虑系数矩阵受误差干扰的情况,使平差理

论更严密,因而越来越受到测绘领域的重视.但
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是,TLS法引入大地测量数据处理领域的时间相

对较晚,１９９９ 年文献[６]应用其进行曲线拟合.
随后,文献[７]将 TLS法引入 GPS数据处理中以

提高 GPS的定位精度.２００５年,文献[８]应用

TLS法进行地理统计分析,指出该方法优于加权

LS法.文献[９]将 TLS法应用于变形分析中,
但其实质是用 TLS法进行坐标变换.目前,TLS
法(包含其扩展模型)的应用主要集中在坐标变换

方面[１０Ｇ１８].TLS平差法还频繁地出现在直线拟

合[１９]和线性回归分析[２０]参数估计中.
根据测绘学科自身的特点,TLS平差模型本

身也在不断扩展.考虑到估计参数之间满足某种

函数关系,文献[２１—２３]提出约束 TLS平差法;考
虑到观测向量为多维情况,文献[１１—１２]提出多维

TLS平差法;考虑到观测向量和系数矩阵间异方差

情况,文献[２０]提出了加权 TLS平差方法;针对文

献[２０]的解算方法相对复杂的情况,文献[２４]提出

了一种简化的加权TLS平差迭代算法.在坐标变

换中系数矩阵可能含有重复变量,即结构 TLS问

题,除采用结构 TLS法外也可以通过加权的方式

处理[１６].文献[２５]对含有随机参数的情况进行了

详细讨论,并给出加权 TLS解存在的必要条件.
国内对TLS平差方法的研究也比较多,主要集中

在三维坐标变换参数估计[２６Ｇ３１]、三维激光扫描数据

处理[２８,３２]、应变参数反演[３３]、自回归参数估计[３４],
对TLS平差算法也进行了一些研究[３５Ｇ３７].在模型

方面,文献[３８]提出了稳健 TLS平差法;文献[３９]
研究了广义正则化的TLS平差问题.

然而,上述研究都是在线性函数模型条件下

进行的讨论,即系数矩阵的每个元素都是自变量

(包括常数).但是在测量平差中经常出现非线性

的情况,例如非线性回归.此时,系数矩阵中的各

元素不再是自变量,而是关于自变量的函数,即各

元素为函数表达式.因此,有必要对非线性 TLS
问题进行讨论.尽管非线性 EIV 模型已经不是

一个新问题,但是从测量平差和数据分析角度对

非线性整体最小二乘问题(nonlineartotalleast
squares,NTLS)进行讨论并不多见.本文采用拉

格朗日极值条件式推导基于牛顿型解法的 NTLS
平差迭代算法,最后通过非线性回归和曲线拟合

算例验证该方法在等精度和非等精度情况下的可

行性和有效性.

２　非线性整体最小平差模型

经典整体最小二乘法的观测方程可以描述为

b＝(A－EA)􀅰ξ＋eb (１)
式中,b∈Rm×１是观测向量;eb∈Rm×１是与观测向

量相对应的误差向量;A∈Rm×n是含有误差的系

数矩阵;EA ∈Rm×n 是系数矩阵相对应的误差矩

阵;ξ∈Rn×１是参数向量.尽管在解算 TLS问题

时其可认为是一非线性问题,但是从系数矩阵元

素的结构和类型角度分析其应该是一线性模型,
因为系数矩阵 中 的 各 元 素 都 是 自 变 量.经 典

TLS法的平差准则是

eT
bPbeb＋eT

APAeA＝min (２)
式中,Pb∈Rm×m和PA ∈Rmn×mn分别是观测向量和

系数矩阵元素组成的列向量的权矩阵,在经典TLS
平差中它们都是单位矩阵;eA ∈Rmn×１＝vec(EA),

vec(􀅰)表示矩阵的拉直计算,它是将矩阵按列重

新排列成一新的列向量.对于经典 TLS问题的

解算方法,最常用的是SVD分解法,但是当系数

矩阵元素之间存在相关性时,SVD分解就不能获

得最或然估计结果[４０].如果上述权矩阵不是单

位矩阵,最为常用的解算方法便是基于牛顿型的

迭代算法[２０].值得注意的是,对于按行独立的加

权 TLS法与附加参数的条件平差法获得的估计

结果具有等价性[４１].
如果系数矩阵元素不再是独立的自变量,而

是关于某一自变向量a 的函数,此时系数矩阵不

再是线性关系,例如
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此时,系数矩阵A 的元素不再是自变量x 本身而

是关于变量的函数,即系数矩阵的各元素可以由

自变矢量a 计算得到.将这种 TLS平差问题称

为非线性整体平差(NTLS).
根据经典 TLS法的描述,NTLS平差的观测

方程可以表达为

b＝A(a－ea)􀅰ξ＋eb (４)
式中,a∈Rq×１是系数矩阵A 的输入向量,该向量

元素之间可以是相互独立的自变量也可以是相关

量;ea∈Rq×１是输入向量a 对应的误差向量.非

线性 TLS极小条件可以描述为

eT
bPbeb＋eT

aPaea＝min (５)
式中,Pa∈Rq×q是输入向量的权矩阵.

９６６
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３　解非线性整体平差问题

NTLS问题可以看成是一个双非线性问题.
为能够解算 NTLS问题,将式(４)表达成观测误

差eb 关于a 的函数,即
eb(a)＝b－A(a－ea)􀅰ξ (６)

将上式在a０ 处展开并整理,得

eb(a)＝b－A(a０)􀅰ξ－∂(A(a)􀅰ξ)
∂aT

a＝a０
􀅰Δa

(７)
此时

∂(A(a)􀅰ξ)
∂aT

a＝a０
(８)

是一个大小为m×q,关于ξ的非线性矩阵,需进

一步进行线性化,将式(７)在ξ０ 处展开

eb(a,ξ)＝b－A(a０)􀅰ξ０－∂(A(a)􀅰ξ０)
∂aT

a＝a０
􀅰Δa－

A(a０)􀅰Δξ－∂２(A(a)􀅰ξ０)
∂aT∂ξT

a＝a０
􀅰Δa􀅰Δξ

(９)
略去二次极小项乘积整理后,得
eb(a,ξ)＝b－A(a０)􀅰ξ０－A(a０)􀅰Δξ－Ξ􀅰Δa

(１０)
在上述的公式推导过程中,隐含有如下的等式条件

a０＋Δa＝a－ea (１１)

以及ξ＝ξ０＋Δξ,Ξ＝
∂(A(a)􀅰ξ０)

∂aT
a＝a０

.

现在,NTLS就变成在极值条件(５)和方程(１０)
以及方程(１１)的共同条件下求取参数的最佳估值以

及观测向量和输入向量的最佳近似值的问题.即

eT
bPbeb＋eT

aPaea＝min
eb＝b－A(a０)􀅰ξ０－ A(a０) Ξ[ ] 􀅰θ
ea＝a－a０－ Ο I[ ] 􀅰θ

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

(１２)

式中,θ＝ Δξ Δa[ ] T;O 和I 分别是(m×n)的
零矩阵和(q×q)的单位矩阵.

利用拉格朗日极值条件对方程组(１２)构建如

下的目标函数

Φ(eb,ea,λ,μ,θ)＝eT
bPbeb＋eT

aPaea＋
　２λT(b－A(a０)􀅰ξ０－ A(a０) Ξ[ ] 􀅰θ－eb)＋
　２μT(a－a０－ Ο I[ ] 􀅰θ－ea) (１３)
对式(１３)中各元素分别求导整理后,得

１
２

􀅰∂Φ
∂eb

􀭴eb,􀭴ea,̂λ,̂μ,̂θ ＝Pb􀭴eb－̂λ ＝０ (１４)

１
２

􀅰∂Φ
∂ea

􀭴eb,􀭴ea,̂λ,̂μ,̂θ ＝Pa􀭴ea－̂μ＝０ (１５)

１
２

􀅰∂Φ
∂λ

􀭴eb,􀭴ea,̂λ,̂μ,̂θ ＝b－A(a０)􀅰ξ０－

A(a０)　Ξ[ ] 􀅰θ－􀭴eb＝０
(１６)

１
２

􀅰∂Φ
∂μ

􀭴eb,􀭴ea,̂λ,̂μ,̂θ ＝a－a０－ Ο I[ ] 􀅰θ－

ea＝０ (１７)

１
２

􀅰∂Φ
∂θ

􀭴eb,􀭴ea,̂λ,̂μ,̂θ ＝－ Ο I[ ] T̂μ－

　 A(a０)　Ξ[ ] T̂λ ＝０ (１８)
式中,“~”表示最佳近似值;“̂ ”表示最佳估计

值.将式(１４)和式(１５)分别代入式(１６)和式(１７)
中整理后,有

　̂λ＝Pb b－A(a０)ξ０－ A(a０)　Ξ[ ] 􀅰θ( ) (１９)

μ̂＝Pa a－a０－ Ο I[ ] 􀅰θ( ) (２０)

将求得的拉格朗日参数λ̂ 和̂μ 代入式(１８)中可以

求得

YTPY􀅰θ＝YTPL (２１)
式中

Y＝
Ο　I

A(a０)　Ξ
é
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ú

对式(２１)的左边求逆后,可以得到

θ̂＝N－１YTPL (２２)
式中,N＝YTPY.

获得 最 佳 参 数 估 计 以 后,联 合 式 (１９)和

式(２０)以及式(１４)和式(１５)可以解得误差量的最

佳近似值计算公式
􀭴eb＝(b－A(a０)ξ０)－ A(a０)　Ξ[ ] 􀅰θ (２３)

􀭴ea＝(a－a０)－ Ο I[ ] 􀅰θ (２４)
因此,可以得到方差分量的估计公式

σ̂２
０＝ μ̂T λ̂T[ ] 􀅰K

m－n
(２５)

式中

K＝
a－a０－ Ο I[ ] 􀅰θ

b－A(a０)ξ０－ A(a０)　Ξ[ ] 􀅰θ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(２６)

４　计算流程

根据上一节的推导,将 NTLS平差的算法流

程设计如下.

０７６
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输入数据:观测向量b,系数矩阵输入向量

a、权矩阵Pb 和Pa 以及迭代终止条件ε(本文各

次计算均设置其等于１e－８).
第１步,令a(０)＝a,仅考虑观测向量b 的误

差,采用 LS平差法求得参数ξ 的初始估计值

ξ
(０),并计算

P＝
Pa Ο
Ο Pb

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

第２步,采用前一步获得的初始参数值和已

知值分别计算

Ξ(i＋１)＝
∂(A(a)􀅰ξ

(i))
∂aT

a＝a(i)

Y(i＋１)＝
Ο I

A(a(i)) Ξ(i＋１)

é
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ê
ê
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û
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L(i＋１)＝
a－a(i)

b－A(a(i))ξ
(i)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

然后代入公式

θ̂(i＋１)＝(N(i＋１))－１(Y(i＋１))TPL(i＋１)

中计算参数θ 的估计值,并将该估计值分解成

Δξ
(i＋１)和Δa(i＋１)两部分,并用公式ξ

(i＋１)＝ξ
(i)＋

Δξ
(i＋１)和a(i＋１)＝a(i)＋Δa(i＋１)计算新的最佳估

计量.
第３步,重复第２步直到Δξ

(i＋１)和Δa(i＋１)的

２范数都小于指定的收敛条件ε,并根据式(２５)计
算验后方差估计值.

输出数据:̂ξ、􀭹a 以及验后方差估计值̂σ２
０.

５　试验与分析

５．１　等权情况(以多项式回归模型为例)
本文所讨论的 NTLS问题经常出现在非线

性回归分析中.多种模型可以通过取对数的方式

线性化,然后得到各种新的观测方程.其中,二次

曲线回归模型是最为常见的一种非线性回归分析

模型.同时,在非线性回归分析当中,各观测量通

常都是在相同条件下的观测值,即等权.因此,首
先考虑二次曲线回归模型,用其来验证本文给出

算法的可行性.
二次曲线回归模型通常可以表达为

y＝c１＋c２x＋c３x２ (２７)
式中,x 和y 都是含有误差的观测值;c１、c２、c３ 是

回归系数.
假设在某处通过测量获得如表１所示的２０

组观测数据,x 和y 坐标是等精度观测,中误差为

０．０５m.

表１　观测数据

Tab．１　Thesimulateddata m　

点号 x y 点号 x y

１ １．００４ ７．１０４ １１ １０．９９１ ２０１．３５１
２ １．９９２ １３．９５６ １２ １２．００４ ２３６．１３２
３ ３．００８ ２３．６３５ １３ １２．９９０ ２７３．７０５
４ ３．９８８ ３６．０６９ １４ １３．９９７ ３１４．０９３
５ ５．００３ ５１．２８８ １５ １５．０２１ ３５７．２３５
６ ５．９８３ ６９．３１５ １６ １５．９８５ ４０３．１７３
７ ７．００４ ９０．１５７ １７ １６．９９８ ４５１．９４２
８ ７．９９０ １１３．７５７ １８ １７．９８９ ５０３．４６５
９ ８．９７９ １４０．１６０ １９ １９．０１７ ５５７．７７８
１０ ９．９９９ １６９．３７２ ２０ ２０．０１３ ６１４．９１０

根据前面的讨论知道,在采用本文给出的

NTLS平差迭代算法的过程中,在获得初始参数

估计值以后,需要计算Ξ 矩阵.在本次的回归系

数估计中,该矩阵结构为

Ξ＝diag(̂c２＋２̂c３􀭾x１,̂c２＋２̂c３􀭾x２,􀆺,̂c２＋２̂c３􀭾xm)
(２８)

分别采用LS平差法和 NTLS平差法对表１
中的观测数据进行回归系数估计,将估计得到的

参数结果列于表２中.

表２　两种平差结果比较

Tab．２　Comparisonoftheestimatedparametersbetween

theclassicalLSandtheNTLSadjustment

LS 绝对差 NTLS 绝对差 真值

c１ ２．８１４２ －０．２０８８ ２．９４６１ －０．０７６９ ３．０２３
c２ ２．７７５６ ０．１０１６ ２．７３４１ ０．０６０１ ２．６７４
c３ １．３９０３ －０．００５７ １．３９２４ －０．００３６ １．３９６

需要注意的是,在采用LS平差法的过程中,
因为认为系数矩阵元素不含有任何误差,故直接

采用x 的值和元素表达式计算得到的结果作为

系数据矩阵元素值.
从表２获得的结果可以发现,NTLS法获得

的估计值与真值之间的差值比 LS平差法获得的

估计值与真值之间的差值小很多,特别是截断参

数的估计.这说明,本文给出的算法能够获得比

LS平差法更好的估计结果.
上面的试验是在单独一次估计中获得的结

果,为进一步说明 NTLS法比LS法优越,将上面

的试验进行改进,设计如下:
回归系数的真值仍然采用表２中描述的值,对

真值坐标附加上从０．００１m开始,步长为０．００３m,
到０．１m 结束的中误差,在每个中误差情况下模
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拟５００次.不同中误差情况下获得的参数估计值

的平均值与真值之差同先验中误差值的关系如图

１所示.

图１　参数估计值与真实值的差值

Fig．１　Differenceoftheparametersbetweentheestimated
valuesandthetrueones

从图中可以看出,当误差比较小时,LS平差

法和 NTLS平差法获得的参数估计结果非常接

近.在本例中,当中误差小于０．０１３m 时,它们的

估计结果几乎完全相同.同时发现高次项对应的

系数,不管在什么误差情况下两种方法都能够获

得几乎与真值完成相同的结果.随着误差的增加

以及幂的降低,系数的估计结果与真值的差距越

来越大,但是 NTLS方法获得的结果总比 LS法

获得的结果更接近于真实值.
将模拟５００次后获得的验后中误差平均值与

先验的中误差值的差值随误差增长的变化关系描

述在图２中.

图２　估计中误差与先验值的差值

Fig．２　DifferenceoftheMSEbetweenthepriorvalue
andtheestimatedones

从图２的描述来看,LS平差法很难获得正确

的验后中误差估计,相反,NTLS平差法能获得与

先验值几乎一致的估计结果.因为从图上看,其
估计结果与先验值的差一直都在零附近波动.这

些都说明,在等权情况下,NTLS平差法处理系数

矩阵非线性情况下的平差问题时比 LS平差法

更好.

５．２　非等权情况(以对数函数曲线为例)
前面对等权情况下的 NTLS平差法进行了

试验讨论,然而在测量数据处理中,非等精度观测

的情况 经 常 出 现,有 必 要 对 非 等 权 情 况 下 的

NTLS平差问题进行讨论.假设有如下的对数曲

线模型

y＝alnx＋b (２９)
式中,a 和b 是待估计系数;x 和y 都是观测量.
假设它们的观测精度分别为０．０８m 和０．０２m.
同样分别采用 NTLS平差法和LS平差法进行估

计.在 NTLS平差的过程中,Ξ 矩阵的结构应

该为

Ξ＝diag(̂a/̂x１,̂a/̂x２,􀆺,̂a/̂xm) (３０)
两种方法都模拟５００次,将获得的参数平均值以

及平均值与设计真值的差值列于表３.

表３　两种平差方法结果比较

Tab．３　Comparisonoftheestimatedparametersbetween
theclassicalLSandtheNTLSadjustment

参数
LS平差法

估计值 绝对差

NTLS平差法

估计值 绝对差
真值

â ２．３４１９１ ０．００１９１ ２．３４０９８ ０．０００９８ ２．３４

b̂ ３．０９９３８ －０．０００６２ ３．０９９６８ －０．０００３２ ３．１０

从表３不难发现,NTLS平差法获得的参数

估计值比 LS平差法获得的估计值更接近于真

值,这说明 NTLS平差法比 LS平差法在参数估

计部分更有效.尽管在此取得平均值,但在试验

过程中发现它同等权情况时一样,每个点的估计

值都比 LS平差法更接近真实值,因此,避免重

复,此处就没有再将其列出.
在定权的过程中,先验单位权方差取为１m２.

LS平差法采用

σ̂２
LS＝

eT
bPbeb

m－n
(３１)

计算验后单位权方差,而 TNLS平差法采用式

(２５)计算.将模拟５００次获得的单位权方差估计

值作为y 轴,模拟次数作为x 轴绘制成图３.
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图３　两种方法的估计单位权方差

Fig．３　Estimatedvariancecomponentsofthe
classicalLSandtheNTLSalgorithm

　　图３中的横线表示两种方法获得的单位权方

差估计平均值.此图说明,NTLS平差获得单位

权方差估计值与输入的先验单位权方差值几乎完

全一致;而LS平差获得的单位权方差估计值出

现较大偏差,这主要是因为其没有考虑系数矩阵

中的误差.这说明本文给出的算法是有效并合

理的.

６　结　论

本文对 NTLS问题进行了研究,并给出了一

种迭代计算方法.可以得出以下几点结论:
(１)NTLS方法保证了系数矩阵中不同位置

的非线性元素的同一自变量获得相同的误差改

正,常数元素项不获得任何改正值,其平差理论相

对严密.
(２)本文给出的算法,对于初始值的要求相

对较低,不需要非线性 LS法来获取初始值,直接

采用线性最小二乘结果即可.
(３)不管是等权或是非等权情况,NTLS法

获得参数估计结果都更接近真实值,方差估计结

果也更接近先验值.
文章 仅 就 一 种 算 法 进 行 了 讨 论,而 对 于

NTLS问题的其他方面没有涉及,例如模型在测

绘科学技术中更广泛的应用等,这是笔者需要进

一步努力研究的方向.
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