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Abstract:AirbornegravimetryisaneffectivetechnologytoobtaintheEarth’sgravityfieldinformationof
landandoffingareainhighprecisionandresolutionquickly．Downwardcontinuationisoneofthekeysteps
inairbornegravimetrydataprocessing,andthequalityofcontinuationresultsdirectlyinfluencethefurther
applicationofsurveyingdata．Basedonnumericalanalysisofthecontinuationmodelsoftraditionalleast
squaresmethod,improvedleastsquaresmethodandTikhonovregularizationmethod,andaccordingtothe
basiccharacteristicsofsphericalharmonicfunction,thecontinuationmodelsofPoissonintegraliteration
methodandimprovedPoissonintegraliterationmethodwereproposedanddeduced．Forthetestingareain
thispaper,thesurveyedairborneandterrestrialgravimetrydataprovethattheprecisionofthenew
continuationmodelsofPoissonintegraliterationmethodandimprovedPoissonintegraliterationmethod
areequal．Comparedwiththecontinuationmodelsoftraditionalleastsquaresmethodandimprovedleast
squaresmethod,ofwhichtheprecisionareimprovedabout１５．２６mGaland０．２１mGal,respectively．The
precisionofnewcontinuationmodelsareinferiortoTikhonovregularizationmethodabout０．１３mGal．
Therefore,thenewcontinuationmodelsproposedinthispapercannotonlybeusedtoamendtheillＧposed
problemofthecontinuationmodelintroducedbytraditionalPoissonintegraldiscretizationformula,butalsobe
usedtosuppresstheillＧposedproblemofthecontinuationmodelitself．Therefore,theresearchachievements
canbeapplieddirectlyinthedataprocessingofourcountry’sairbornescalarandvectorgravimetry．
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摘　要:目前,航空重力测量是快速获取陆地和近海区域高精度、高分辨率重力场信息的非常有效的技

术手段,向下延拓则是其数据处理中的关键环节,直接影响到测量结果的进一步应用.本文在对传统最

小二乘法、改进最小二乘法、Tikhonov正则化法等延拓模型进行数值分析的基础上,根据调和函数的基

本特性,提出并建立了Poisson积分迭代法和改进Poisson积分迭代法延拓模型.实测航空和地面重

力测量数据的试验结果表明,本文新建的Poisson积分迭代法和改进Poisson积分迭代法延拓模型精

度相当,比传统最小二乘法延拓模型精度提高了１５．２６mGal,比改进最小二乘法延拓模型精度提高了
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０．２１mGal,比Tikhonov正则化法延拓模型精度略低０．１３mGal,从而证明了本文所建模型的正确性和

有效性.
关键词:航空重力测量;向下延拓;Poisson积分迭代法;最小二乘法;Tikhonov正则化法
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　　航空重力测量技术,因其可以在沙漠、沼泽、冰
川、原始森林、陆海交界等一些难以开展地面重力

测量的区域进行作业,快速经济地获取精度良好、
分布均匀、大面积的地球重力场中高频信息,从而

成为地球重力场研究的最为热门的领域之一[１Ｇ２].
航空重力测量技术主要包括标量测量技术和

矢量测量技术.航空重力标量测量技术已经非常

成熟,而航空重力矢量测量技术正在国家高分辨率

对地观测系统重大专项的支持下开展研究.我国

的航空重力矢量测量仪初样机已经研制成功,其集

成试验在经历了飞机选型论证及加改装、试验区勘

选及测量、系统安装集成及测试标定等准备工作

后,２０１５年６—１０月,西安测绘研究所组织国防科

技大学、第一测绘导航基地等单位在内蒙古地区进

行了我国首次航空重力矢量测量仪集成飞行试验,
获得了第一手的航空和地面重力矢量测量数据.

２０１７年６月,西安测绘研究所组织上述单位在山

西地区进行了我国第二次航空重力矢量测量仪集

成飞行试验.因此,这些原始测量数据的预处理及

其专业处理的成果,是评判我国首套航空重力矢量

测量仪系统的研制是否满足要求的重要标准,而向

下延拓则是其专业处理中非常重要的一个环节.
航空重力测量数据向下延拓结果的好坏,直接

影响到其进一步应用,如不同类型重力测量数据的

融合、全球或区域地球重力场模型的构建、全球或

区域(似)大地水准面的精化、水下重力匹配辅助导

航中重力基准图的生成等.将空中重力测量数据

向下延拓到地球表面采用的是逆Poisson积分方

程,属于典型的不适定问题[３Ｇ６].为了减弱方程的

病态性对于延拓结果的影响,国内外学者提出了很

多解决思路,如最小二乘配置法[７Ｇ１１]、直接代表

法[１２]、迭代法[１３]、解析法[１４Ｇ１６]和正则化法[１７Ｇ２６]等.
目前使用的大多数向 下 延 拓 方 法 都 是 在

Poisson积分方程的基础上发展而来的,而局部区

域空中格网重力测量数据的向下延拓,需要先将

Poisson积分进行离散化处理,从而达到离散求和

的目的.本文在对传统向下延拓模型进行数值分

析的基础上,提出了Poisson积分迭代法这一延拓

思路,并与传统最小二乘法、改进最小二乘法、

Tikhonov正则化法等延拓模型进行了精度比较.

１　传统最小二乘法延拓模型

根据Poisson积分公式,将地面重力异常数

据向上延拓,有[７]

　Δgh(r,θ,λ)＝
R２(r２－R２)

４πr ∫
２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

Δg０(R,θ′,λ′)

ρ３ sinθ′dθ′dλ′ (１)

式中,Δgh(r,θ,λ)表示空中某一点的航空重力数

据;Δg０(R,θ′,λ′)表示地面上某一点的重力数

据;ρ＝ r２＋R２－２rRcosψ表示空中点与地面点

之间的距离,这里,r 表示空中某一点的地心向

径,R 表示地面某一点的地心向径,ψ 表示地面点

与空中点之间的球面角距,有cosψ＝cosθ′cosθ＋
sinθ′sinθcos(λ′－λ).

由于在实际情况下空中和地面重力异常均是

离散值,式(１)可写成如下形式的观测方程

gh＝AX (２)
式中,gh 为空中重力异常 Δgh 所组成的向量;X
为地面区域的重力异常 Δg０ 所组成的向量;A 为

相应的系数阵.在航空重力测量中,空中重力异

常Δgh 是已知观测值,地面重力异常为待估参

数,这是Poisson积分方程的逆问题.
式(２)的传统离散化形式为

gh
ij＝AijXij (３)

式中,矩阵Aij的表达式为

Aij＝
R２(r２－R２)

４πr
１
ρ３

ij
dsj (４)

式中,dsj＝sinθ′jdθ′jdλ′j,表示格网面元.
对系数矩阵A 作如下奇异值分解

A＝UΛVT (５)
式中,U、V 分别由矩阵A 的左、右特征向量组成;

U＝ [u１ u２ 􀆺 un ],V ＝ [v１ v２ 􀆺 vn ],U ∈
Rn×n,V∈Rn×n,且UTU＝UUT＝I,VTV＝VVT＝

９８１１
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I;Λ∈Rn×n为对角阵,其对角元素是矩阵A 的奇

异值λ１、λ２、􀆺、λn,且λi按递减的次序排列.
考虑到式(５),式(２)的最小二乘解及其谱分

解形式为[１９]

X＝(ATA)－１ATl＝ ∑
rank(A)

i＝１

uT
il

λi
vi

V＝(A(ATA)－１AT －I)l

σ０＝
VTV
r

D(X)＝σ２
０(ATA)－１

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(６)

式中,λi 为A 的奇异值;ui、vi 分别为其相应的左

右奇异向量;rank(A)表示矩阵A 的秩;而l＝gh

为误差方程的自由项.
式(６)即为传统的最小二乘法延拓模型.

２　改进最小二乘法延拓模型

采用式(４)所示的 Poisson积分离散化形式

在某些情况下不能得到正确的结果,甚至误差很

大.主要原因是,与实际结果相比,处于计算点向

径方向的流动点对计算点的贡献较大,如果以该

点的核函数值作为整个格网的核函数值,将会带

来较大误差.因此,有学者给出了修改向径方向

流动点加权系数的离散化形式.矩阵A 的对角

线元素为[２７Ｇ３０]

Aii＝
R(r＋R)

２r２ １－
r－R

ρ(r,ψ０,R)
æ

è
ç

ö

ø
÷－

R２(r２－R２)
４πr ∑

NC

j＝１,j≠i

１
ρ３

ij
dsj (７)

矩阵A 的非对角线元素为

Aij
j≠i

＝
R２(r２－R２)

４πr ∑
NC

j＝１,j≠i

１
ρ３

ij
dsj ψij ≤ψ０

０ ψij ＞ψ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(８)
式中,ψ０ 表示选取积分半径;NC 表示积分半径内

的测量点个数.
该离散化公式的推导思路是先将积分半径内

的其他格网对计算点的延拓贡献值求出,再将整

个积分范围内的理论贡献值与之相减,即得到向

径方向的流动点对计算点的贡献.
将式(６)中的矩阵A 用式(７)和式(８)来替

换,就可以得到改进的最小二乘法延拓模型.

３　Tikhonov正则化法延拓模型

航空重力测量数据向下延拓时,观测方程

是病态的,其系数矩阵A 的奇异值单调地趋向

零,由式(６)难以获得稳定的解.因此,需对病

态方程进行正则化处理,以抑制高频测量噪声

对延拓结果的影响.在众多正则化方法中,以

Tikhonov正则化法的应用最为广泛,所采用的

准则如下

F(δX,α)＝ AX－l ２＋α X ２＝min (９)
式中,α＞０为正则化参数;X 表示X 的范数.

根据式(９)的约束条件,可得 Tikhonov正则

化解为

Xα＝(ATA＋αI)－１ATl＝V(Λ２＋αI)－１ΛUTl
V＝(A(ATA＋αI)－１AT－I)l＝
　 (UΛ(Λ２＋αI)－１ΛUT－I)l

D(Xα)＝σ２
０(ATA＋αI)－１ATA(ATA＋αI)－１＝

　　　　σ２
０V(Λ２＋αI)－１Λ２(Λ２＋αI)－１VT

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(１０)
此处,Xα 的下标表示相应于正则化参数α 的解.

σ２
０ 为单位权方差.

Tikhonov正则化解是有偏的,其偏差为

　　bias(Xα)＝E(Xα)－􀭺X＝
(ATA＋αI)－１ATA－I[ ]􀭺X＝

－α(ATA＋αI)－１􀭺X＝
－αV(Λ２＋αI)－１VT􀭺X (１１)

其中,􀭺X 为X 的真值.

Tikhonov正则化解的平均均方误差为

MSE(Xα)＝D(Xα)＋bias(Xα)bias(Xα)T＝
σ２

０(ATA＋αI)－１ATA(ATA＋αI)－１＋

α(ATA＋αI)－１􀭺X􀭺XT(ATA＋αI)－１＝
σ２

０V(Λ２＋αI)－１Λ２(Λ２＋αI)－１VT＋

α２V(Λ２＋αI)－１VT􀭺X􀭺XTV(Λ２＋αI)－１VT

(１２)
将式(５)代入式(１０)、(１２),可得 Tikhonov

正则化解的谱分解式为[１９]

Xα ＝∑
n

i＝１

λiuT
il

λ２
i ＋α

vi

D(Xα)＝σ２
０∑

n

i＝１

λ２
i

λ２
i ＋α( ) ２

bias(Xα)＝－α∑
n

i＝１

vT
i􀭺X

λ２
i ＋α

MSE(Xα)＝∑
n

i＝１

σ２
０λ２

i ＋α２ vT
i􀭺X( ) ２

λ２
i ＋α( ) ２

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(１３)

通过 实 际 计 算 表 明,采 用 式 (１３)来 获 得

Tikhonov正则化解的速度要优于式(１０),这是因

０９１１
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为谱分解式避免了许多大型矩阵的乘法和求逆运

算,节约了大量计算时间.
正则化解Xα 与其真值􀭺X 之差的范数的数学

期望为

E{Xα －􀭺X ２}＝σ２
０ ∑
rank(A)

i＝１

λ２
i

(λ２
i ＋α)２ ＋

α２∑
n

i＝１

(vT
i􀭺X)２

(λ２
i ＋α)２

(１４)

上式表明,Tikhonov正则化解的误差由两部分组

成:第一项为观测误差所引起的估值误差,随α的

增大单调减小;第二项为正则化所引起的估值误

差,随α的增大单调增大,当α＝０时,该项误差为

０.选择合适的正则化参数α 可起到平衡这两项

误差的作用,使得它们的和为最小,这正是通过正

则化算法可获得精确、稳定解的原因.

４　改进Poisson积分迭代法延拓模型

如何正确地确定正则化参数,则是整个正

则化算法的关键,参数选择的优劣直接影响了

最终延拓结果的精度.在模拟试验中,最佳正

则化参数的确定,是在延拓面数据已知的情况

下根据最小延拓误差来估算的.而对于实际的

航空重力测量数据向下延拓,延拓面并不一定

存在已知的测量数据.因此,在这种情况下如

何确定正则化参数,存在较大的难度.为了减

弱延拓模型的病态性,提高延拓结果的精度,本
文提出Poisson积分迭代法这一延拓思路,进而

建立相应的延拓模型.
由于R/r也是调和函数,因此有

R
r ＝

R(r２－R２)
４π ∫

２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

１
ρ３sinθ′dθ′dλ′

(１５)
在式(５)两端同时乘以Δg０(R,θ,λ),有

R
rΔg０(R,θ,λ)＝

R(r２－R２)
４π ∫

２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

Δg０(R,θ,λ)

ρ３ sinθ′dθ′dλ′

(１６)
将式(１)减去式(１６),通过变换可以得到

Δgh(r,θ,λ)＝
R
rΔg０(R,θ,λ)＋

　R２(r２－R２)
４πr ∫

２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

１
ρ３ Δg０(R,θ′,λ′)－(

　r
RΔg０(R,θ,λ)ö

ø
÷sinθ′dθ′dλ′ (１７)

对式(１７)进行改化,可以得到

Δg０(R,θ,λ)＝
r
RΔgh(r,θ,λ)－

　R(r２－R２)
４π ∫

２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

１
ρ３ Δg０(R,θ′,λ′)－(

　r
RΔg０(R,θ,λ)ö

ø
÷sinθ′dθ′dλ′ (１８)

由于式(１８)两端都含有 Δg０(R,θ,λ)项,因
此,该式可以进一步改化成迭代形式.作为第一

次近似,命

Δg０

(１)
(R,θ,λ)＝Δgh(r,θ,λ) (１９)

再用下式进行迭代计算

Δg０

(n＋１)
(R,θ,λ)＝

r
RΔgh(r,θ,λ)－

R(r２－R２)
４π

∫
２π

λ′＝０∫
π

θ′＝０

１
ρ３ Δg０

(n)
(R,θ′,λ′)－

r
RΔg０

(n)

(R,θ,λ)æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰

sinθ′dθ′dλ′ (２０)
式(２０)则为本文建立的Poisson积分迭代法

向下延拓模型,该式可以进一步修改成矩阵计算

的形式
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(n)
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è
ç

ö

ø
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式中,矩阵A 可以用式(４)来计算(本文称之为新

建模型 Ⅰ,即 Poisson 积分迭代法向下延拓模

型),也可以用式(７)和式(８)来计算(新建模型Ⅱ,
即改进Poisson积分迭代法向下延拓模型).当

前后两次计算值之间的差异小于ε时,就可以终

止迭代.

５　数值试验与结果分析

５．１　试验数据说明

采用中国某地区实测航空重力测量数据,分
辨率是５′×５′,飞行高度为３４００m.其等值线图

如图１所示.
相应的地面重力测量数据,其等值线图如

图２所示.
航空和地面重力测量数据的统计结果如表１

所示.

表１　数据统计结果

Tab．１　Datastatistics mGal

数据类型 最大值 最小值 平均值 标准差

航空重力测量数据 ８６．９５０ －４２．８００ １６．２１４ ２７．６９２
地面重力测量数据 １０１．２１０ －４５．１４０ １８．０５６ ２９．５３７
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图１　航空重力测量数据等值线图(单位:mGal)

Fig．１　Isolinechartofairbornegravimetrydata
(Unit:mGal)

图２　地面重力测量数据等值线图(单位:mGal)

Fig．２　Isolinechartofground gravimetry data
(Unit:mGal)

　　根据数字高程模型 SRTM３０,采用 Global
Mapper软件获得了该地区５′×５′的地形数据,其
等值线图如图３所示.

图３　地形数据等值线图(单位:m)

Fig．３　Isolinechartoftopographydata(Unit:m)

地面重力测量数据对应的地形数据统计结果

如表２所示.

表２　试验区地形数据结果统计

Tab．２　Statisticsoftopographydatainthetestingarea
m

最大值 最小值 平均值 标准差

２５２７．７５ ８４５．７５ １４７６．１１５ ３３４．０５８

　　以地面点的平均地形高度１４７６．１１５m 作为

向下延拓的基准面,则延拓高度是１９２３．８８５m.
根据图１、图２与图３的对比可以看出,航空

和地面重力数据的变化趋势,与地形的起伏密切

相关.地形起伏较为剧烈的地区,重力数据也有

相应的变化.

５．２　对比试验结果

首先,利用传统的最小二乘法延拓模型,将航

空重力测量数据向下延拓到地面平均高程面上,
其等值线图如图４所示.将延拓结果与地面重力

测量数据进行比较,精度统计结果列于表３中.

图４　传统最小二乘法延拓模型的延拓结果等值线

图(单位:mGal)

Fig．４　Isolinechartofthecontinuationresultsof
traditionalleastsquaresmodel(Unit:mGal)

其次,利用改进的最小二乘法延拓模型,将航

空重力测量数据向下延拓到地面平均高程面上,
其等值线图如图５所示.将延拓结果与地面重力

测量数据进行比较,精度统计结果列于表３中.
再次,在使用 Tikhonov正则化法延拓模型

之前,需要确定其正则化参数.根据地面已知重

力测量数据,计算了延拓误差与正则化参数的关

系,如图６所示,并确定了最优正则化参数α＝
０．０３１.采用该正则化参数,将航空重力测量数据

向下延拓,延拓结果等值线图如图７所示,精度统
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计结果列入表３中.

图５　改进最小二乘法延拓模型的延拓结果等值线

图(单位:mGal)

Fig．５　Isolinechartofthecontinuationresultsof
improvedleastsquaresmodel(Unit:mGal)

表３　延拓结果统计

Tab．３　Statisticsofcontinuationresults mGal

模型类别 最大值 最小值 平均值 标准差

传统最小二乘法延拓模型 ７３．６９ －３２．０１ １２．９２ ２０．６５
改进最小二乘法延拓模型 １４．４５ －２０．０５ １．４９ ５．６０
Tikhonov正则化法延拓

模型
１５．４１ －１７．２５ ２．０１ ５．２６

Poisson积分迭代法延拓

模型Ⅰ
１５．１０ －１８．５０ １．８２ ５．３９

Poisson积分迭代法延拓

模型Ⅱ
１５．１４ －１８．４２ １．８４ ５．３９

图６　延拓误差与正则化参数关系图

Fig．６　Relationshipofcontinuationerrorsandregularization
factors

　　最后,利用本文建立的 Poisson积分迭代法

延拓模型将航空重力测量数据向下延拓,延拓结

果的等值线图如图８、图９所示,精度统计结果列

于表３中.

图７　Tikhonov正则化法延拓模型的延拓结果等值

线图(单位:mGal)

Fig．７　Isolinechartofthecontinuationresultsof
Tikhonovregularizationmodel(Unit:mGal)

图８　Poisson积分迭代法延拓模型I的延拓结果等值线

图(单位:mGal)

Fig．８　IsolinechartofthecontinuationresultsofPoisson
integraliterationmodelI(Unit:mGal)

图９　Poisson积分迭代法延拓模型Ⅱ的延拓结果等值线

图(单位:mGal)

Fig．９　IsolinechartofthecontinuationresultsofPoisson
integraliterationmodelⅡ(Unit:mGal)
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　　根据表３的统计结果,相比较于传统的最小二

乘法延拓模型,改进的最小二乘法延拓模型的结果

精度提高了约１５mGal,采用Tikhonov正则化法对

延拓模型的病态性进行修正以后,延拓结果精度进

一步提高了约０．３４mGal,本文新建立的Poisson积

分迭代法延拓模型精度要优于改进的最小二乘法延

拓模型,精度提高了约０．２１mGal,但稍逊于Tikhonov
正则化法延拓模型,精度略低于０．１３mGal.

通过Poisson积分迭代法延拓模型Ⅰ和Ⅱ的

结果可以看出,不论采用传统还是改进的Poisson
积分离散化公式,延拓结果几乎一致,这说明本文

建立的Poisson积分迭代法延拓模型不仅可以修正

传统Poisson积分离散化误差给延拓模型带来的病

态性影响,而且对延拓模型本身的病态性有一定的

抑制作用(精度优于改进的最小二乘法延拓模型).

６　结束语

航空重力测量技术,因其可以快速经济有效地

获取分布均匀、精度良好、大面积的重力场中高频

信息,在我国陆地和陆海交界区域的重力测量中得

到了很好的应用.在国内外学者研究成果的基础

上,本文利用实测航空和地面重力数据,对传统最

小二乘法、改进最小二乘法、Tikhonov正则化法等

延拓模型进行了数值分析,最后建立了Poisson积

分迭代法和改进Poisson积分迭代法延拓模型.本

文的研究成果,可应用于我国航空重力标量和矢量

测量数据的处理中,从而为获得更高精度、更高分

辨率的地球重力场产品提供一定的技术支撑.
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